Informationsverdichtung durch den gleitenden Mittelwert
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Zusammenfassung: Mit Hilfe von Mittelwerten
kann man Datensdtze rasch interpretieren, verglei-
chen und zusammenfassen. Wir diskutieren hier den
gleitenden arithmetischen Mittelwert: Er hdngt stark
vom Mittelungsintervall und -zeitpunkt ab. An Hand
von Beispielen verdeutlichen wir die Auswirkungen
dieser Parameter, wobei eine Langzeituntersuchung
von Temperaturdaten und eine Darstellung von Bor-
senkursen ndher betrachtet werden. Anschlieffend
erweitern wir den diskreten Ansatz auf funktionale
Zusammenhdnge. Durch ein Beispiel aus der Physik
werden die Auswirkungen des gleitenden Mittels dar-
gestellt.

1 Einleitung

Mittelwerte haben im Mathematikunterricht einen
hohen Stellenwert: Thre Berechnung und Interpre-
tation ist im Osterreichischen Kompetenzmodell der
zentralen Reifepriifung explizit in zwei Grundkom-
petenzen formuliert (BIFIE, 2013). Mittelwerte wer-
den schon friih im Unterricht thematisiert — arithme-
tisches Mittel, Median und Modus sind zusammen
mit den StreumalBen bereits im Lehrplan der 8. Schul-
stufe enthalten (https://www.bmbf.gv.at/schulen/
unterricht/lp/lp_ahs_unterstufe.html).

Schiilerinnen und Schiiler entwickeln sehr rasch
eine Vorstellung vom Durchschnitt einfacher Daten.
Viele konnen bereits zu Beginn der Sekundarstufe 1
das arithmetische Mittel gemafl dem Berechnungs-
algorithmus bestimmen. Bei der Ermittlung des No-
tenschnitts werden Lernende auch mit gewichteten
Mittelwerten konfrontiert — allerdings féllt eine Auf-
gabenvariation den Schiilerinnen und Schiilern héu-
fig schwer, da ein inhaltliches Versténdnis diverser
Mittelwerte nicht vorhanden ist. Bei der Behandlung
in der Schule muss der Sinn einer Mittelwertbildung
thematisiert und der Interpretionskompetenz im Ver-
gleich zu operativen Kompetenzen einen grofleren
Stellenwert als bisher im Lernprozess eingerdumt
werden (Russell & Mokros, 1995).

In dieser Arbeit diskutieren wir ausschlieBlich eine
Erweiterung des gingigen arithmetischen Mittel-
wertbegriffes: den ,,gleitenden Mittelwert™. In Kapi-
tel 2 wird das arithmetische Mittel gleich groBer Teile
eines Datensatzes berechnet: Die Teilmengen werden
also abschnittsweise in ihrem Mittelwert — einem
Blockmittel — abgebildet. Anschliefend wird dieser
Block ,,gleitend” iiber den Datensatz verschoben:

Der Reihe nach wird so jeder Datenpunkt liber eine
feste Zahl von Nachbarwerten gemittelt. Die Aus-
gangsgroflen miissen demnach als metrische Grofie
(entweder als diskrete Werte oder als stetige Funkti-
on) vorliegen. Spdtestens an dieser Stelle wird klar,
dass sich eine sinnvolle Datenanalyse nicht nur auf
die algorithmische Berechnung diverser Kenngroflen
bzw. Werte reduziert. Essentiell ist neben der Bedeu-
tung der Datenwerte auch die sinnstiftende Deutung
der verdichteten Beschreibung (Konold & Pollatsek,
2002).

Nach Diskussion der mathematischen Grundlagen
in Kapitel 2, insbesondere der zentralen Frage nach
Dauer und Zeitpunkt der Mittelung, wenden wir das
Verfahren in Kapitel 3 auf unterschiedliche alltigli-
che Fragestellungen an. Dies zeigt, dass diese Daten-
analyse sehr gut facheriibergreifend unterrichtet wer-
den kann. Zudem kdnnen alle Représentationsstufen
des Lernens nach Bruner (1976) abgedeckt werden.
Die hier diskutierte Thematik ist also gut fiir projekt-
bzw. problemzentrierten Unterricht geeignet.

Um unsere algorithmische Betrachtung inhaltlich zu
verdeutlichen und die Begriffsbildung zu erleichtern,
greifen wir in den theoretischen Abschnitten folgen-
des wiederkehrendes Beispiel auf: Ein sportbegeis-
tertes Kind flihrt am Ende eines Trainings immer den
gleichen, validen Test durch (z. B. sieben Wiirfe auf
einen Basketballkorb) und notiert die Trefferanzahl.
Jede Woche finden drei Trainings statt. Anhand der
Treffer mochte das Kind seinen Trainingserfolg fest-
stellen.

2 Mathematische Betrachtung

Die Berechnung des arithmetischen Mittels n

unabhéngiger, identisch-verteilter Zufallsgrofen
Xy X,

_ox o tx,

X= n (1

stellt die meisten Lernenden vor keine hohe Heraus-
forderung (ausgenommen im Fall groBer Datenmen-
gen). Auch der Durchschnittswert kontinuierlicher
Funktionen ist graphisch intuitiv verstindlich, selbst
vor Kenntnis der Integralrechnung am Ende der Se-
kundarstufe II.

Bei vielen Datensitzen ist jedoch die Abbildung in
einen einzigen Wert X wie in (1) zu wenig aussage-
kréftig — mehrere Teilmittelungen iiber jeweils fixe
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Untergruppen der Werte sind zielfithrender. Die mitt-
lere Trefferanzahl aller Trainingseinheiten des Schul-
jahres erlaubt keinen Aufschluss iiber die Leistungs-
entwicklung.

Blockmittelung diskreter Daten

Insbesondere bei einem Datensatz mit n lokal stark
fluktuierenden Werten ist eine Mittelung iiber eine
feste Zahl von m < n Datenpunkten sinnvoll. Man er-
zielt dadurch eine Darstellung, die die Interpretation
eines Trends in den Daten wesentlich erleichtert. Es
werden also jeweils m Werte zu Blocken zusammen-
gefasst und gemittelt:

X

OIS S P

X X,

2)

So erhilt man |n/m] Mittelwerte (die Klammer L...]
bezeichnet die nichst kleinere natiirliche Zahl des
Bruchs n/m). Wie erwartet, weisen diese X, eine glat-
tere Struktur als die Originaldaten auf: Die waagrech-
ten Linien in Abb. 1 (a) und (c) filtern praktisch alle
Fluktuationen heraus; in den rechten Abbildungen
(b) und (d) geben sie eine detailreichere Information,
aber ohne die extremen Spitzen. Diese Einteilung der
Daten in feste Glittungsintervalle (,,Bins®) und die
Mittelwertbildung in diesem Intervall fiihren zum so-
genannten Regressogramm (Engel, 2009).

Neben der Intervall- bzw. Blockgrofle m kann auch
der Startpunkt x, der Mittelung frei gewéhlt werden,
da diese Blockmittelung nicht beim ersten Datenwert
x, beginnen muss. In Abb. 1 wurden 23 Datenpunkte
(durch die graue Linie interpoliert) iiber m =7 bzw.
m =3 Punkte (schwarze Graphen) gemittelt und in
einem Regressogramm dargestellt. Startet man da-
bei bei x, (,,Vorwirtsmittelung®), werden die letzten
beiden Werte nicht mehr abgebildet, wihlt man hin-
gegen die Blocke ausgehend von x,, (,,Rickwirts-
mittelung*), verliert man analog die ersten beiden
Datenpunkte. Der Einfluss des Anfangspunkts x, auf
die Ergebnisse X, ist in Abb. 1 deutlich sichtbar: Das
Abfallen der Kurve zwischen x , und x , ist (bei glei-
cher Blockgrofe) in (b) stiarker ausgeprégt als in (d).

Zusammenfassend gilt also: i) die Blockmittelwerte
glitten starke Schwankungen, ii) je groBer die Blo-
cke umso weniger Eigenschaften der urspriinglichen
Daten werden abgebildet und iii) je kleiner die Bl6-
cke umso stirker ist der Einfluss des Startpunkts auf
die Ergebnisse.

In unserem eingangs erwihnten Beispiel bedeutet
also eine Blockmittelung iiber sieben Wiirfe eine Zu-
sammenfassung jedes einzelnen Trainingstests. Die-

.(as . = I(bl)' .

I(ci : S et I(dl)' .

Abb. 1: Mittelung (in schwarz) einer Datenreihe
(graue Interpolation) von 23 Punkten: links jeweils
3 Blocke mit m = 7 Werten; rechts jeweils 7 Blécke
mit m = 3 Werte (schwarz). Oben: Beginn der Mit-
telung jeweils beim ersten Datenwert k = 1. Unten:
Ende der Mittelung beim letzten Datenwert (ent-
spricht dem Startwert k = 3).

se Ergebnisse lassen sich wiederum gut miteinander
vergleichen, um einen Trainingstrend zu finden.

Gleitender Mittelwert diskreter Daten

Eine Glittung der Rohdaten ohne Auswirkung der

willkiirlichen Wahl des Startpunkts wird erreicht,

indem man bei der blockweisen Mittelung zu einem

gleitenden Startwert {ibergeht. Dies bedeutet, dass

nun jeder Wert x, mit einer fixen Zahl m seiner Nach-

barwerte in einen Blockmittelwert abgebildet wird:
m=1

X=X, = mZxHj 3)
=0

also konkret in obigen Beispiel

1
Xig ™ §(xi + Xin1 + xi+2)

3

=
Il
3
Il

’ )?i;7:%(xi+...+xi+6) m="17

Somit werden fast alle » Daten (ausgenommen die
Randpunkte) in Mittelwerte abgebildet; dieser ,,glei-
tet iiber die Datenwerte und liefert eine glattere
Darstellung der Urdaten (sieche schwarze Linien in
Abb. 2). Die Wahl des Startpunktes spielt nun keine
Rolle mehr. Jedoch stellt sich in Gleichung (3) wie-
derum die Frage, ob x, besser mit den folgenden oder
den vorangegangenen m Werten, also ob vorwarts
oder riickwiérts gemittelt wird. Ebenso bietet sich eine
symmetrische Wahl an (z. B.: X, = (x, | +x, + x_, )/3).

In Abb. 2 ist der gleiche Datensatz wie in Abb. 1 dar-
gestellt, wobei bei der gleitenden Mittelung gleiche
BlockgréBen wie in Abb. 1 (in (a) m = 7 Datenwer-
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Abb. 2: Interpolierter Datensatz (grau) wie in Abb. 1.
In (a) ist der schwarze Graph Gber m = 7 Werte vor-
warts (durchgehende Linie), symmetrisch (strich-
liert) und riickwarts (punktiert) gleitend gemittelt; in
(b) analoge Betrachtung mit m = 3 Mittelungspunk-
ten.

te, in (b) m = 3 Datenwerte) verwendet werden. Die
Mittelung erfolgt nun gleitend: Die Punkte, die durch
die durchgezogene Linie interpoliert werden, sind
mit Gleichung (3) generiert (vorwérts), die strichlier-
te Linie mit einer symmetrischen Mittelung und bei
der punktierten Linie wird riickwérts gemittelt.

Man erkennt, dass sich die drei Fille nur durch eine
horizontale Verschiebung unterscheiden. Betrachtet
man wieder den ,,Einbruch® der Kurve bei x,, so
hinkt die Riickwartsmittelung den Rohdaten nach,
die Vorwértsmittelung nimmt hingegen den Einbruch
vorweg. Solche Verdnderungen sind umso grofer, je
breiter die Blocke sind. In (a) erkennt man bei der
Betrachtung der Datenwerte i =9, ..., 13 bei der Vor-
wiértsmittelung (durchgehende Linie) den Abfall der
Werte, die riickwirts gemittelte Linie (strichpunk-
tiert) steigt in diesem Bereich allerdings!

Fiir die Trainingsauswertung des sportbegeisterten
Kindes ergibt der gleitende Mittelwert eine glattere
Kurve, die den Leistungstrend (also die Verdnderung
der Trefferanzahl mit zunehmenden Training) besser
anzeigt. Fluktuationen wie Tagesleistungen und peri-
odische Schwankungen werden durch eine sinnvolle
Wahl der Mittelungslidnge geglattet.

f(t) f(t)

Fit) Fit)

(©) (d)

Abb. 3: oben: Mittelung einer Sinusfunktion (a) im In-
tervall [0; 277 und (b) im Intervall [%; 27 + %]; unten:
Mittelung der Cosinus-Quadratfunktion Uber eine
Periode: (c) im Intervall [0; z] und (d) in [% 7+ %]

Bevor stetige Funktion betrachtet werden, fithren wir
zwei Anmerkungen an: Erstens werden viele Daten-
sitze zeitlich sequentiell erhoben und kénnen daher
grundsitzlich nur riickwirts gemittelt werden (auer
a posteriori). Zweitens kann die hier prasentierte Be-
trachtung des arithmetischen Mittelwerts fiir weite-
re statistische Kenngroflen, wie den Median und die
Quantile (bzw. die Zusammenfassung in Boxplots)
erweitert werden (Engel, 2010). In dieser Arbeit be-
schrinken wir uns aber auf arithmetische Mittelwerte.

Stetige Funktionen/Daten

Der Ubergang von diskreten Datenwerten zur stetigen
Verteilungsfunktion ist stringent. Wird eine Funktion
f(?) zum Zeitpunkt £ tiber das Intervall [7, — a; 1, + b]
gemittelt, so geht die Summe der Datenpunkte in ein
Integral tiber. (Der Blockgrof3e m entspricht nun die
Intervalllinge 7= a + b.) Analog zum diskreten Fall
kann der Mittelwert in #, vorwirts (a = 0), symme-
trisch (@ =b = T/2) oder riickwirts (b= 0) gebildet
werden. Da sich diese Fille nur durch eine Verschie-
bung unterscheiden (vgl. Abb. 2), beschranken wir
uns hier auf die symmetrische Wahl. Der Mittelwert
einer Funktion f'wird also durch die Grofen z, und T
charakterisiert:

1,+T12

F=r,.n=7 | fo. “

%

[SS]

Die Wahl der Variablen ¢ bzw. T ist beabsichtigt, denn
héufig werden zeitabhéngige Problemstellungen be-
trachtet. Ahnlich zum diskreten Fall zeigen die zu
untersuchenden Funktionen f meist Uberlagerungen
folgender qualitativer Eigenschaften: ,,Trends“ (im
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Beispiel etwa eine Leistungsdnderung mit zuneh-
mendem Training), ,,Rauschen” (nie vermeidbare,
kaum erkldrbare Schwankungen), ,,Ereignisse (z. B.
Schularbeiten direkt nach Trainingstagen) und ,,0Os-
zillationen“ (periodische Effekte wie wochentlich
regelmifBig schlechtere Performance z. B. an Mon-
tagen).

Um den Aspekt periodischer Effekte zu untersuchen,
betrachten wir dies an Hand von einfachen Funktio-
nen genauer: Als Unterrichtseinstieg eignen sich die
Sinus- oder die quadrierte Cosinusfunktion. Fiir sie
lasst sich das Integral (4) iiber eine Periode analy-
tisch einfach berechnen. Die Aufgabenstellung ist
aber auch ohne Integralkenntnisse graphisch durch
den Vergleich von Flacheninhalten 16sbar und kann
somit vor Kenntnis der Integralrechnung durchge-
fiihrt werden.

In Abb. 3 (a) ist eine Periode der Sinus-Funktion
und ihr Mittelungsintegral dargestellt. Da sich die
Flacheninhalte im Intervall [0; 27t] auftheben, ver-
schwindet der Mittelwert von f{f) = sin(¢) iiber eine
volle Periode: £(0,2r) = f = 0. In Abb. 3 (b) ist er-
sichtlich, dass die Anfangsstelle 7, keine Auswirkung
auf das Ergebnis der Mittelung hat. In Abb. 3 (c) ist
die Funktion f(r) = cos*(¢) (Periodenlidnge T = ) ge-
zeigt, die positiv definit ist. Durch einen Vergleich
der Flichen erhilt man den Mittelwert / = 1/2, wie-
derum unabhéngig von 7, (siche 3 (d)). Wird tiber die
Periodenldnge gemittelt, kann also das Argument £,
weggelassen werden.

Somit drangt sich die Frage nach Mittelungsinterval-
len auf, die kein natiirliches Vielfaches der Perioden-
dauer sind. Generell ist dabei festzuhalten, dass eine
VergroBerung der Mittelungsldnge tendenziell zu im-
mer glatteren Kurven fiihrt. (Engel, 2009).

In Abb. 4 (a) und (b) sind wieder die Sinus- und die
quadrierte Cosinusfunktion (jeweils in grau) dar-
gestellt; sie werden nun gleitend iiber jeweils un-
terschiedliche Fensterbreiten gemittelt (strichlierte
Kurven), wobei diese von einem kleinen 7' = 71/4 bis
hin zu fast einer gesamten Periode dauernden Wert
reichen.

Zwei Auswirkungen der unterschiedlichen 7-Werte
sind deutlich erkennbar: Erstens hingen die gemit-
telten schwarz-strichlierten Kurven nun vom Zeit-
punkt 7, der Mittelung ab. Zweitens nahert sich die
strichlierte Kurve mit der Fensterbreite 7 — Periode
immer mehr dem in Abb. 3 dargestellten Mittelwert.
(Mittelungsldngen grofer als eine Periodendauer
konnen auBerdem zu Phasenverschiebungen fiihren,
wie in Abb. 4 bei (a) mit 7= 57/2 und (b) 7= S7/4
ersichtlich.)

Eine hier niitzliche Metapher sieht Daten als ein
von ,,Rauschen” tiberlagertes ,,Signal*“ an (Konold
& Pollatsek, 2002). Mit Hilfe des gleitenden Mittel-
werts kann das iiberlagernde Rauschen weggegléttet
und das Signal — der Trend — herausgefiltert werden.
Dabei sind die Wahl von Mittelungsliange und Mit-
telungszeitpunkt essentiell: Ein zu kleines Fenster in-
terpoliert lediglich den Datensatz und sein Rauschen
(siche Abb. 4 bei T =m/4). Hingegen mittelt ein zu
grofles 7" die Konturen, die ja extrahiert werden sol-
len, zur Génze weg (in Abb. 4 a strichpunktierte Li-
nie mit 7= 197/10). Eine derartige Datenreduktion
schief3t also iiber das Ziel hinaus.

ke -T=x/ v —
T ., T=r L=sn/2 1om

) Lo e e R 10

(b)

Abb. 4: Gleitender Mittelwert von (a) f(t) = sin(t) und
(b) f(t) = cos?(t). Die zu mitteInde Funktion ist dabei
grau durchgezogen, die Mittelwerte schwarz strich-
liert. Die unterschiedlichen Mittelungslangen T sind
in der Legende visualisiert: Die Strichlange zeigt
den Vergleich zu einer Periode. (Die dinne Kurve
entspricht (a) T = 55/2 und (b) T = 57/4.)

Das Ziel, einen Trend aus den verrauschten Daten
herauszufiltrieren, bedarf also einer moderaten, kon-
textbezogenen Wahl der Fensterbreite: Sie muss ge-
eignet zwischen Signal und Rauschen vermitteln, um
eine sinnvolle Interpretation zu ermdglichen.
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Sitzt das Signal auf einer oszillierenden ,, Tragerwel-
le*, ist es sinnvoll, diesen periodischen Teil heraus-
zumitteln. Die Wahl einer Periodenlénge als Fenster-
breite glittet dann genau diejenigen Schwingungen,
die fiir die Interpretation irrelevant sind. Steckt hin-
gegen echte Information in periodischen Anteilen,
mochte man diese entdecken und nicht wegmitteln.

Auch bei nichtperiodischen Funktionen muss sich
die Wahl der Fensterbreite am Kontext orientieren.
Bei Ereignissen, die auf eine Zeitspanne t begrenzt
sind, ist es meist sinnvoll, die Fensterbreite nicht
wesentlich grofler als T zu wiéhlen. Im einleitenden
Beispiel ergibt sich aus dem Kontext eine mdgliche
Fensterbreite von drei bzw. zwolf Datenpunkten. Die
kurze Intervalldauer mittelt {iber die Testresultate
einzelner Trainings pro Woche und wird ,,Rauschen*
und periodische Effekte abschwiéchen. Bei einer Mit-
telungslange von zwolf Trainingseinheiten, was der
Dauer eines Monats entspricht, wird die Varianz in
den Schwankungen stark gemindert und der Trend
sollte gut erkennbar sein.

Im nichsten Abschnitt betrachten wir Beispieldaten-
sdtze, deren Trend durch die Bildung eines gleiten-
den Mittelwerts verdeutlicht wird.

3 Beispiele
Klimaforschung

Der Einsatz gleitender Mittelwerte ist bei zahlrei-
chen Problemstellungen aus alltiglichem Kontext
hilfreich. Wir betrachten zwei Beispiele fiir die hohe-
ren Schulstufen. Dass dabei die Auswahl der Mitte-
lungslénge Platz fiir unterschiedliche Darstellungen
und Interpretationen ldsst, tiberrascht nicht. Dieser
Aspekt muss bei der Erstellung, Verwendung und
Interpretation von Grafiken — im Unterricht immer
wieder — hervorgehoben werden (vgl. zu dieser The-
matik u. a. Rahmstorf, 2010). Auch ohne quantitative
Analyse kann eine qualitative Thematisierung dieser
Problematik in der Schule Platz finden.

Ein haufiges Diskussionsthema ist die Erwdrmung
des Weltklimas. Entsprechende Untersuchungen mit-
teln Aufzeichnungen von Wetterdaten gleitend {iber
einen langeren Zeitraum 7. Wie in Kapitel 2 disku-
tiert, muss man qualitativ unterschiedliche Effekte
beachten: Viele klimatische Kenngréfen wie etwa
Temperatur oder Konzentration der Treibhausga-
se unterliegen Schwankungen, die fiir eine Aussage
iiber die Entwicklung des Klimas nicht von Bedeu-
tung sind und das Erkennen léngerfristiger Trends er-
schweren. Darunter fallen z. B. punktuell auftretende
Wetterextreme (,,Rauschen®, hier: Diirre, Starkregen,

usw.), oder die jéhrlich periodischen Schwankungen
(Jahreszeiten, Meeresstromungen, Monsun-Winde,
usw.). All diese werden bei Wahl einer geeigneten
Mittelungsldnge eliminiert, um das eigentliche ,,Sig-
nal“ — den Anstieg der Temperatur — zu extrahieren.

Inwiefern singuldre, das Wetter potentiell weltweit
iiber mehrere Jahre beeinflussende Ereignisse wie
Vulkaneruptionen durch die Wahl entsprechender
Fensterbreiten noch deutlich sichtbar sein sollen oder
eben nicht, ist moglichst wertfrei zu diskutieren (Ziel
hier ist die Festigung des mathematischen Zusam-
menhangs zwischen dargestellter Kurve und Lénge
des Mittelungsfensters, um entsprechende Interpreta-
tionskompetenz zu erwerben).

Weiters konnen regelmiBige Oszillationen extrem
langer Periodendauer thematisiert werden (wie etwa
die mehrere 10.000 Jahre dauernde Milankovi¢ Zyk-
len des Sonneneinfalls auf die Erde). Entsprechend
all dieser Aspekte werden unterschiedliche Empfeh-
lungen fiir die Mittellungsldnge T gegeben; typische
Werte liegen zwischen 5 und 50 Jahren (vgl. u. a.
WMO, 2015).

Als erstes Beispiel ist in Abb. 5 die Temperaturéin-
derung zwischen 1880 und 2014 dargestellt: Die
schwarzen Datenpunkte (interpoliert durch die graue
Linie) zeigen die jahrlichen Abweichungen vom Mit-
telwert des Zeitraums 1951-1980, im Vergleich mit
dem gleitenden Mittelwert liber 5 (durchgehender
schwarzer Graph) und 10 Jahre (strichliert). Offen-
sichtlich werden die Temperaturspitzen und -einbrii-
che abgeflacht und glattere Graphen entstehen. Aus
diesen gemittelten Werten lassen sich Aussagen {iber
den Langzeittrend der Temperaturverdnderungen in
den letzten 130 Jahren treffen. Dariliber hinaus wird
anhand dieser Kurve deutlich, dass der 10-Jahres-
Trend im Zeitraum 1945—-1960 negativ war; zur vor-
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Abb. 5: Die Temperaturveranderung zwischen 1880
und 2014 (Rohdaten grau interpoliert) als Abwei-
chung vom Mittel 1951-1980 (Nasa, 2015). Die
durchgehende Linie (5 Jahre) und strichlierte (10
Jahre) stellen gleitende Mittelwerte dar.
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letzten Jahrhundertwende sogar {iber einen Zeitraum
von 30 Jahren, wohingegen ein nahezu konstanter
Anstieg zwischen 1980-2014 zu beobachten ist.

Fiir die Unterrichtspraxis ist die Quelle der Daten aus
Abb. 5 hilfreich (Nasa, 2015): Das Goddard Institute
for Space Studies der NASA stellt auf seiner Webseite
nicht nur Rohdaten zahlreicher Langzeittemperatur-
aufzeichnungen zur Verfiigung, sondern zeigt auch in
monatlich aktualisierten Grafiken vorgefertigte Aus-
wertungen globaler Temperaturdnderungen. Weiters
finden sich dort Anleitungen, wie aus den Rohdaten
diverse graphische Darstellungen gewonnen werden
konnen. Obwohl die Schiilerinnen und Schiiler nicht
enaktiv selbst {iber Jahrhunderte Daten erheben kon-
nen, haben sie doch somit die Moglichkeit, mit ech-
ten Datensétzen und entsprechender Anleitung ihre
eigenen Grafiken zu erzeugen, die Auswirkungen
der Mittelungsléngen zu testen. Somit bietet sich die
Maoglichkeit, Thesen durch Visualisierung in Graphi-
ken zu untermauern.

Borsenkurse

Auch in der Finanzmathematik spielt der gleitende
Mittelwert eine wichtige Rolle. Als Beispiel dient der
Borsenkurs einer Aktie. Der Wert éndert sich wieder
durch Rauschen (An-/Verkdufe schwanken mehrmals
tiglich), diskrete Ereignisse (Wahlen, Terroranschli-
ge, Panikverkdufe, ...), periodische Effekte (Win-
terpause in der Baubranche, Weihnachtsgeschift im
Spielzeughandel, bekannte Konjunkturzyklen, ...)
und tatsdchliche Trends (Wert des Unternchmens).
Um die Performance der Aktie (das ,,Signal®) zu
verdeutlichen, werden die kurzfristigen Schwankun-
gen wiederum durch eine gleitende Mittelung abge-
schwicht.

Euro 30 Tage

Zeit
'30. 6. 2014

1.1.2014

Abb. 6: Ein Boérsenkurs (grau — jeweiliger Tages-
schlusskurs; Sparda, 2014) und seine taglichen
Schwankungen. Glattung mittels gleitender Ruck-
wartsmittelung. strichliert: Mittelung Uber T=7
Tage; strichpunktiert: T = 30 Tage.

Abbildung 6 zeigt einen konkreten Aktienkurs im
Lauf eines halben Jahres (graue Linie). Die raschen
Kursénderungen und starken Schwankungen inner-
halb weniger Tage (,,Rauschen‘) spiegeln nur bedingt

den Wert des Unternehmens wider. Aus der Graphik
i1st sowohl klar ersichtlich, dass der Mittelwert die
Kurve gléttet, und auch wie stark die resultieren-
de Information von der Fensterbreite abhiangt: Die
strichlierte Linie stellt ein 7-Tage Mittel dar; sie folgt
den Rohdaten etwas zeitverzdgert, die Fluktuationen
sind abgeschwicht, aber noch klar vorhanden. Die
strichpunktierte Kurve (30-Tage Mittel) verdeutlicht
den Abwirtstrend der Aktie im betrachteten Zeitraum
und unterdriickt die Kursfluktuationen.

Solch ein ,,Verschleiern™ vorangegangener Kursein-
briiche konnte von unseridsen Anbietern bewusst
gewahlt werden. Offensichtlich ist eine solide Inter-
pretation von Abbildungen nur mdglich, wenn die
Mittelungsldnge explizit angegeben wird und dem
Kontext der Fragestellung (z. B. ,,Muss das Wertepa-
pier eventuell innerhalb eines Monats verkauft wer-
den?*) angepasst ist.

Die betrachteten Problemstellungen sind aus Berei-
chen gewdhlt, die facheriibergreifenden Unterricht
erlauben. Thr Kontext liegt in Geographie (Klima)
und Wirtschaftskunde (Finanzmarkt); im ersteren Fall
ergibt sich ein weiterer Uberlapp mit Chemie (Treib-
hausgase) und Physik (Temperatur), im letzteren mit
Psychologie (z. B. Panikverkédufe). Die Anwendung
der gleitenden mathematischen Mittelwertbildung
bietet also eine Vielzahl von Moglichkeiten problem-
zentriert zu unterrichten.

Zudem bedient die hier vorgestellte Herangehens-
weise alle Repréisentationsmoglichkeiten des Ler-
nens, insbesondere wenn Daten selbst aufgezeichnet
und gesammelt werden kdnnen.

4 Anwendung in der Physik
Zeitreihen

Zahllose weitere Anwendungsgebiete ergeben sich
innerhalb der Naturwissenschaften. Ahnlich zu den
bereits in Kapitel 3 prisentierten Féllen sind Mess-
werte oft von Storungen iiberlagert, die aus der Ap-
paratur oder der Experimentierumgebung stammen.
In der Elektrotechnik erkennt man im gleitenden Mit-
telwert beispielsweise einen Tiefpassfilter, der hoch-
frequente Storungen beseitigt.

Materialeigenschaften

In einem Festkorper variiert beispielsweise die rdum-
liche Ladungsverteilung auf atomarer Skala. Die
Elektronenwolken stellen negative Ladungsvertei-
lungen dar, die Atomriimpfe lokale positive Vertei-
lungen (in idealen Kristallen sind beide zudem pe-
riodisch). Fiir die makroskopische Betrachtung des
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Festkorpers sind solche Fluktuationen auf atomarer
Ebene meist irrelevant. Um die makroskopischen
Materialeigenschaften zu bestimmen, werden die mi-
kroskopischen Ladungsfluktuationen der einzelnen
Atome bzw. Molekiile rdumlich gleitend gemittelt.
Die fiir die Praxis unwichtigen Fluktuationen auf
atomarer Ebene werden gegléttet und die Ladungs-
verteilung in einen gemittelten, nur mehr schwach
variierenden Wert zusammengefasst.

Im Gegensatz zu Zeitreihen, wo die Zukunft unbe-
kannt ist, liegt hier kein Grund fiir eine Riickwarts-
mittelung vor. Bei periodischen Strukturen ist das
Resultat fiir die gemittelte Ladungsdichte unabhéngig
vom Startwert der Mittelung (siehe Diskussion und
Abb. 3). Entsprechend erhilt man ,,Materialkonstan-
ten“ (im betrachteten Beispiel flihrt die Ladungsver-
teilung zur sogenannten Dielektrizitdtskonstante).

Tragheit von Detektoren

In der Physik variieren Messgrof3en oft schneller mit
der Zeit als ein Detektor dies auflésen kann. Dies
gilt insbesondere bei der Untersuchung von Licht im
sichtbaren Bereich.

Jeder Detektor integriert die auftreffenden Impulse
iiber seine Reaktionszeit und zeichnet somit ein glei-
tend gemitteltes Signal auf. Als Beispiel kann hier
durchaus die Messung jedes rasch oszillierenden Sig-
nals mit Hilfe eines ,,trigen* Messapparats themati-
siert werden — diese Problemstellung beinhaltet kon-
zeptionell die Frage, wie sich das gleitende Mittel auf
,»schmale®, nicht-periodische Funktionen auswirkt.

Amplitude Amplitude

(a) (b)
Abb. 7: (a) Ein gauRférmiger Lichtimpuls (gestrichelt)
wird Uber eine Mittelungszeit von T =4 s symmet-
risch gemittelt. Der gemittelte Graph (schwarz) wird
breiter und flacher. (b) Ein Dreicksimpuls, der die
gleiche Flache wie die GaulRkurve umschlie3t, wird
mit gleichem T gemittelt.

In Abb. 7 (a) ist die normierte Gaullfunktion (die Fl&-
che unter der Kurve ist auf die Einheitsfliche nor-
miert) dargestellt, mit

oz
2

f(t)=%e ,

welche oft fiir die Beschreibung von Lichtimpulsen
verwendet wird.

Diese Funktion wird nun zu jedem Zeitpunkt # iiber
eine Zeitspanne 7' = 4 s gemittelt. Die schwarze Kurve
zeigt das gemittelte Signal, also das, was ein Detektor
aufzeichnet, der ja mit der Integrationszeit 7 reagiert.

Zum Vergleich wird in Abb. 7 (b) ein Dreieckpuls
gemittelt, dessen Fliche ebenfalls normiert ist. Die-
ser Puls und das von einem Detektor aufgezeichnete
Signal mit der gleichen Integrationszeit von wiede-
rum 7= 4 s sind dargestellt. Das gemittelte Signal ist
durch die schwarze Kurve gegeben, wobei hier der
Graph ebenfalls breiter und flacher wird.

In der qualitativen Betrachtung im Unterricht konnen
daraus zwei Schliisse gezogen werden: Erstens ist das
gemessene Signal immer breiter und niedriger als das
urspriingliche. (Daraus lésst sich vermuten, dass die
Flachen unter den beiden Kurven identisch sind. Dies
lasst sich auch beweisen; bei Licht entspricht es dem
fundamentalen Prinzip der Energieerhaltung.) Zwei-
tens ist nun fiir diese nicht-periodischen Funktionen
die gemittelte GroBe nicht mehr unabhédngig vom
Mittelungszeitpunkt 7, (schlieBlich ist das Ergebnis
ja nicht einfach ein konstanter Wert f, sondern die
schwarze Kurvef(t0 ,4)).

Die explizite Berechnung der gleitenden Mittelwerte
kontinuierlicher Funktionen ist im reguléren Unter-
richt zu herausfordernd. In unserem Applet (Geoge-
bratube, 2014) kann die Integrationszeit 7" mit Hilfe
eines Schiebereglers verdndert werden, was die Aus-
wirkung einer langsameren Reaktion eines Detektors
widerspiegelt. Weiters konnen neben einem gaul3for-
migen Impuls auch Rechteck-, verschiedene Drei-
eckssignale sowie geddmpfte Exponentialfunktionen
untersucht werden. Diese Problemstellung tritt in der
Physik nicht nur bei optischen Problemen, sondern
insbesondere auch bei elektrotechnischen Anwen-
dungen auf. Dies ermdglicht den Lernenden die Aus-
wirkung eines trigen Detektors auf eine Messgrofie
zu untersuchen und gegebenenfalls mit einem Expe-
riment zu vergleichen.

5 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde der Einsatz von gleitenden
Mittelwerten gezeigt. Dieses Konzept ist fiir vielfal-
tige Bereiche anwendbar und bietet die Moglichkeit
fiir Unterricht auf allen Représentationsstufen des
Lernens nach Bruner.

Der gleitende Mittelwert glattet Schwankungen
in diskreten Datensdtzen, schwicht ihre Extrema
(,,AusreiBler) ab und verdeutlicht zugrunde liegen-
de Trends (,,Signale®). Die gleichen Effekte treten
bei kontinuierlichen Daten (Funktionen) auf, die mit
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Hilfe eines Integrals gleitend gemittelt werden. Die
Kontur der Funktion wird durch den Mittelungspro-
zess bei gleicher Flache glatter, flacher und breiter.

Diese Auswirkungen kdnnen sowohl im diskreten
als auch im kontinuierlichen Fall den Schiilerinnen
und Schiilern der Sekundarstufe nicht nur quantitativ
verdeutlicht werden. In einer qualitativen Behand-
lung kann man schon bald in der Sekundarstufe I1
thematisieren, wie die IntervallgroB3e, der Startwert
und die Art der Mittelung (vorwirts, symmetrisch,
riickwirts) die Resultate beeinflussen. Dadurch wird
insbesondere die Interpretationskompetenz von Da-
tendarstellungen im Alltag geschult.

Der hier prisentierte Ansatz bietet eine Erweiterung
der mathematischen Kompetenzen von Schiilerinnen
und Schiilern der Sekundarstufe mit vielen Einsatz-
moglichkeiten im fécherlibergreifenden, problemori-
entierten Unterricht.

Die Autoren danken dem Institut fiir Theoretische
Physik an der Johannes Kepler Universitdt Linz, dem
Europagymnasium Baumgartenberg sowie dem Gut-
achter fiir das hilfreiche Feedback.
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